




Аналогічно, якщо х має стале значення, а у одержує приріст ,то z матиме приріст, який звуть частинним приростом z по у і позначають через  (на рис.65 це відрізок ТТ1):
.                             (35)
Приріст  функція одержує "вздовж лінії" перетину поверхні z = f(х,у) з площиною х = x0 , яка паралельна площині Oyz.
Якщо одночасно дамо аргументу х приріст , а аргументу у приріст , то z матиме приріст , який звуть повним приростом 
функції z:

На рис.65 це відрізок QQ1.






Якщо х = 1; у = 2; ; . Маємо:
; ; ; .
Аналогічним чином визначають частинні і повні прирости функцій будь-якої  числа змінних.
Складемо відношення  до , яке при фіксованих х0 і у0 є функцією приросту . Якщо існує границя 
,
то кажуть, що функція f(x,y) має частинну похідну за х в точці , і записують , або , aбo , або .
Аналогічно, припустивши що х = х0, можна розглянути границю 
.
Якщо ця границя існує, то кажуть, що функція f(x,y) має частинну похідну за у в точці . Цю частинну похідну позначають , або , aбo , або .
Кажуть, що функція має частинну похідну у відкритій області D, якщо вона має частинну похідну в кожній точці цієї області.  
Частинну похідну функції кількох змінних обчислюють за тими самими правилами, що й звичайну похідну.
Приклад. Знайти  і , якщо .
Розв'язання. Частинну похідну за х цієї функції обчислюють при у = const, тобто вона є похідною степеневої функції:
.
Частинну похідну за у цієї функції обчислюють при х = const, тобто , вона є похідною показникової функції:
4. Повний диференціал. З визначення повного приросту функції z = f(x,у) (див. вище) маємо
.                               (36)
Припустімо, що f(х,у) у точці (х,у) має неперервні частинні похідні. З'ясуємо, який вираз має  через частинні похідні. Для цього у правій частині (36) додамо і віднімемо f(x,y +у):

.                                (37)
Вираз (f(x,y + у) - f(x,y)) можна розглядати як різницю двох значень функції однієї змінної у (значення x залишається сталим). Застосовуючи до цієї різниці теорему Лагранжа, маємо
,                     (38)
де у розташовано між у і у + у.
Так само вираз, який стоїть у перших дужках рівності (37), можна розглядати як різницю двох значень функції однієї змінної х (другий аргумент залишається сталим і має значення у + у). Застосовуючи до цієї рівниці теорему Лагранжа, маємо:
,        (39)
де х1 розташовано між х і х + х.
Одержані вирази (38) і (39) підставимо у (37), матимемо
.            (40)
Оскільки було припущення, що частинні похідні існують і неперервні, то
,             (41)

(тому що х1 і у1 розташовані відповідно між х і х + х, у і у +у, то коли  і  х1 і у1 прямують до х і у відповідно). За визначенням границі, рівності (41) можна переписати у вигляді:
,
,
коли  і  прямують до нуля величини  і  теж прямують до нуля. Останнє дає можливість переписати вираз (40) у вигляді:
.           (42)
Сума останніх двох членів рівності (42) є нескінченно малою величиною. З рівності (42) випливає, що коли функція f(x,y) має неперервні частинні похідні у даній точці, то вона диференційовна у цій точці і має повний диференціал
.
Рівність (42) можна переписати у вигляді
,
і з точністю до нескінченно малих вищого порядку маємо приблизну рівність 
.                                                (43)
Прирости незалежних змінних  і  є диференціалами незалежних змінних х і у, які позначають відповідно через dx і dy. Тоді вираз повного диференціалу матиме вигляд
.                             (44)
Приклад. Знайти повний диференціал функції .
Розв'язання. 
                         
                         .
Зауваження. Рівність (43) використовують для наближених обчислень значень функції z = f(x,y). Для цього вираз (36) перепиcують у вигляді
,                                  (45)
а потім, маючи на увазі (43), замість  підставимо у (45) вираз (44). Матимемо формулу для наближених обчислень:
,          (46)
яка має точність до нескінченно малих вищого порядку малості відносно Δх і Δу.
Приклад. Знайти наближене значення .
Розв'язання. Розглянемо функцію . Знайдемо її повний диференціал:
.




5. Частинні похідні складної функції. Припустимо, що у рівнянні
                                            (47)
u і v є неперервними функціями незалежних змінних x і у.
,  .                               (48)
Звичайно, z можна виразити і безпосередньо через х і у таким чином:
,                                   (49)
але це може призвести до дуже складної функції.
Припустимо, що функції F(u,v), φ(x,y), ψ(х,у) мають неперервні частинні похідні за усіма своїми аргументами. Поставимо задачу: обчислити  і , відштовхуючись від рівнянь (47) і (48).
Дамо аргументу х приріст , зберігаючи значення у незмінним. Тоді в силу рівнянь (48) u і ν одержать прирости  і .
Але якщо u і ν одержать прирости  і , то функція  одержить приріст , який обчислюють за формулою (42):
.
Розділимо усі члени цієї рівності на :
.
Якщо , то  і  (u і ν неперервні). Тоді і , . Зробивши граничний перехід, коли , маємо:
;  ;  ;
;  .
і, отже, 
 .             (50)
Аналогічні перетворення з аргументом у дає:
.              (51)
Для випадку більшого числа змінних формули (50) і (51) звичайним чином узагальнюють.
6. Повна похідна. Якщо маємо функцію z = F(x,y,u,v), де у, u, і ν у свою чергу залежать від одного аргументу х:
,  ,  ,
то фактично z є функцією тільки однієї змінної x, можна ставити питання про визначення повної похідної dz/dx. Ця похідна обчислюється за формулою (50):

,                                      (52)
де , а так як y, u і ν - є функції одного х, то частинні похідні перетворюються у звичайні. Остання формула має назву повної похідної.
Приклад, ,  ,
,  ,  .
За формулою (52) маємо:

.
7. Повний диференціал складної функції. 
Підставимо вирази (50) і (51) у формулу (44) повного диференціала




Зробимо такі перетворення правої частини:

. ·                       (54)
Але
, .   (55)
Рівність (54) з урахуванням рівностей (55) можна переписати так:
, або .         (56)
Розглядаючи (53) і (56), можемо сказати, що вираз повного диференціала функції декількох змінних має той же вигляд, тобто форма диференціала інваріантна, чи є v i u незалежними змінними або функціями незалежних змінних.
Приклад. Знайти повний диференціал складної функції:
 , де  і .
Розв'язання. За формулою (56) маємо 


Останній вираз можна перетворити до вигляду:

8. Похідна функції, заданої неявно.
1) Розглянемо функцію F(x,y) = 0. 
Теорема. Нехай функція у від х дана неявно і F(x,y), (x,y), (x,y) - неперервні функції у деякій області D, координати (x,y) довільної точки  задовольняють рівнянню F(x,y) = 0, крім того, у цій точці . Тоді: .
Доведення. Нехай деякому значенню х відповідає значення функції у і при цьому F(x,y) = 0. Дамо незалежній змінній х приріст . функція у матиме приріст , тобто значенню аргументу  відповідає значення функції . Оскільки F(x,y) = 0 будемо мати F(, ) = 0. Отже:
F(, ) – F(x,y) = 0.
Зліва повний приріст функції двох змінних, який можна переписати так (див. вище):
,
де  і  прямують до нуля, коли  і  прямують до нуля. Розділимо останню рівність на  і обчислимо /:
.
Спрямуємо  до нуля. Тоді, маючи на увазі, що при цьому   і  теж прямують до нуля і що , у границі матимемо
.                              (57)
Довели існування похідної  від функції, заданої неявно, і знайшли формулу для її обчислення.
Приклад. Рівняння  визначає у як неявну функцію від х. Тут
F(x,y) = ;  ;  .
Отже, за формулою (57)
.
2) Розглянемо функцію
F(x,y,z) = 0.                                          (58)
Якщо кожній парі чисел х і у у деякій області відповідає одне або декілька значень z, які задовольняють (58), то це рівняння неявно визначає одну або декілька однозначних функцій z від х і у.
Приклад. Рівняння  неявно визначає дві неперервні функції z від х і у, які можна виразити явно, розв'язавши відносно z. У цьому разі маємо:
 і .
Знайдемо частинні похідні функції z від х і у, що визначається рівнянням (58). Коли шукаємо , вважаємо у сталим. Тому тут можна застосувати формулу (57), якщo незалежною змінною вважати х, а функцією z. Отже,
.                            (59)
Так само знаходимо
.                            (60)
Припускається, що .
Аналогічно визначають частинні похідні неявних функцій більшого числа змінних. 
Приклад. Обчислити частинні похідні функції
.
Розв'язання. Тут F(х, у, z) = ,
;  ;  .
Отже,
,  .
9. Частинні похідні вищих порядків. Якщо функція z = f(х,у) має в усіх точках деякої відкритої області D частинну похідну за однією із змінних, то ця похідна, сама є функцією цих змінних і може, в свою чергу, мати частинні похідні по х або по у. Для даної функції z = f(х,у) ці похідні є частинними похідними другого порядку. 
Так, розглянемо границю

Якщо ця границя існує, то кажуть, що функція має другу частинну похідну за х. Цю похідну позначають , або , або , або . Аналогічно визначають похідні , , . Похідні  і  звуть мішаними частинними похідними.
Похідні другого порядку можна знову диференціювати. Матиме частинні похідні третього порядку, їх буде, очевидно, вже вісім: , , ,….
Взагалі, частинна похідна п-го порядку є перша похідна від похідної (n-1)-гo порядку. 
Приклад. Обчислити , якщо .
Розв'язання. Послідовно маємо:
;  ;  .
Природно поставити запитання, залежить чи результат диференціювання від послідовності диференціювання по різним змінним, тобто, чи будуть, наприклад, тотожньо рівними похідні  і . На це питання відповідає теорема.




Якщо введемо допоміжну функцію , визначену рівністю
,
то А можна записати у вигляді
.
Оскільки, припустили, що  визначена у околі точки М(х,у), то, отже,  диференційовна на відрізку ; але тоді за теоремою Лагранжа маємо , де х1, знаходиться між х та . Але
.
Оскільки  визначена у околі точки М(х,у), то  диференційовна на відрізку [у, у +Δу], тому, застосувавши до останньої різниці знову теорему Лагранжа (по змінній у), матимемо
,
де  знаходиться між у та .
Отже, початковий вираз А дорівнює
.                                        (61)
Якщо у початковому виразі А переставимо середні члени і виконаємо з цим виразом аналогічні перетворення, дістанемо
,                                        (62)
де  деяка точка у околі точки М(х,у).




Перейдемо до границі коли  і , маємо
,




що і треба було довести.
Приклад. . Довести .
Розв'язання. ;  ;
                      ;   .
Отже, .
10. Екстремуми функції двох незалежних змінних.
Нехай функція z = f(x,y) визначена у відкритій області D і точка . Кажуть, що функція f(х,у) має у точці M максимум (мінімум), якщо існує такий ε окіл точки , що для усіх точок цього ε  - околу виконується нерівність
      .                  (63)
Максимум і мінімум функції звуть екстремумами.
Дане вище визначення максимуму (мінімуму) функції можна перефразувати таким чином. Нехай ,  ;   тоді
.        (64)
Якщо  < 0 ( > 0) для всіх достатньо малих приростів незалежних змінних, то функція f(х,у) досягає у точці  максимуму (мінімуму).
Ці формулювання переносять без зміни на функції будь-якого числа змінних.
Необхідні умови існування екстремуму. Якщо у точці  функція z = f(x,y) досягає екстремуму, то кожна частинна похідна першого порядку від z при цих значеннях аргументів дорівнює нулю, або не існує.
Точки, де  і  (або не існує), звуться критичними (стаціонарними) точками функції z = f(x,y).
Достатні умови існування екстремуму. Нехай у області, яка містить точку , функція z = f(x,y) має неперервні частинні похідні до третього порядку включно і, крім того, точка  є критичною точкою функції z = f(x,y), тобто
,  .                (65)
Тоді :
1) максимум, якщо  і А < 0;                                    (66)
2) мінімум, якщо  і А > 0;                                       (67)
3) ні максимум i ні мінімум, якщо ;                     (68)
4) екстремумом може бути а може і не бути (потрібні додаткові дослідження), якщо .                                                         (69)
Тут введено такі позначення:
; ; . (69)
Приклад. Дослідити на екстремум функцію
.
Розв'язання.
1) Знайдемо критичні точки, використовуючи необхідні умови екстремуму:

Звідси маємо дві критичні точки:
М(1,1)   і   N(0,0).
2) Знайдемо частинні похідні другого порядку:
,  ,  .
3) Обчислимо ці похідні у першій критичній точці:
;  ; ;
;  А > 0.
За достатніми умовами (67) у точці Μ функція досягає мінімуму:
.
4) Обчислимо у другій критичній точці частинні похідні другого порядку, маємо:
А = 0,  В = –3, C = 0;   АС – Β2 = –9 < 0.
Отже, за (68) у точці N(0,0) функція не має екстремуму. 
11. Найбільше та найменше значення функції. 
Приклад. Дослідити на найбільше та найменше значення функцію z = ху – y2 + 3х + 4у у замкненій області D, межа якої: x = 0,   у = 0, x + у = 1. 













Розв'язуючи систему рівнянь, знаходимо стаціонарну точку   Μ(–10, –3). Ця точка лежить за межами області D, отже, її не розглядаємо.
Дослідимо функцію z = f(x,у) на межі області D:
1) на стороні ОА (у = 0, ) функція z = 3х. Ця функція однієї змінної , , тому стаціонарних точок функція не має. У точках О і А відповідно z(0,0) = 0, z(1,0) =З.
2) на стороні OВ (x = 0, ) функція z = –у2 + 4у, . Знаходимо стаціонарну точку з рівняння –2у + 4 = 0; маємо у = 2. Отже точка Μ(0,2) не належить області D. Значення функції у точці В(0,1): z(0,1) = 3;
3) на стороні АВ (у = –х + 1) функція z = –2x2 + 2х + 3. Ця функція однієї змінної.  і , маємо х = 1/2, тобто стаціонарна точка М(1/2,1/2) належить межі області D. Значення функції в ній z(1/2,1/2) = 3,5.




РОЗДІЛ 1. НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ
1. Основні визначення. Раніше ми розглядали таку задачу: дано функцію F(x); треба знати її похідну, тобто функцію f(x) = F'(x). Тепер будемо розглядати обернену задачу: дана функція f(x); треба знайти таку функцію F(x), похідна якої дорівнює f(x); тобто  F'(x) = f(x).
Визначення 1. Функція F(x) зветься первісною для функції f(x) на відрізку [а,b], якщо в усіх точках цього відрізку виконується рівність F'(x) = f(x).
Приклад. Знайти первісну для функції f(х) = х2. 
Розв'язання. 3 визначення первісної прямує функція F(х) = 1/3х3 є первісна, тому що (1/3х3)' = х2. Але і F(x) = 1/3х2 + С теж є первісна, де С - стала величина. З цього приводу маємо теорему.
Теорема. Якщо F1(x) і F2(x) - дві первісні для функції f(x) на відрізку [a,b], то різниця між ними дорівнює сталій величині.
Доведення. За визначенням первісної, маємо
F1(x) = f(х) і F2(x) = f(х) 
для будь-якого . Позначимо

Візьмемо похідну від обох частин
 або  або ,
при будь-якому значенні . Але з останньої тотожності прямує, що  (стала величина).
Визначення 2. Якщо функція F(х) є первісною для f(x), то вираз F(x) + С звуть невизначеним інтегралом і позначають символом . Таким чином: 
.                                      (70) 
При цьому функцію f(x) звуть підінтегральною функцією,   f(x)dx - підінтегральним виразом,  - знаком інтеграла.
Тобто, невизначений інтеграл уявляє собою сім'ю функцій у = F(x) +C.
Знаходження множини всіх первісних функції f(x) є інтегруванням цієї функції.
З визначення 2 прямує:
а. Похідна від невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральній функції: 
.
б. Диференціал від невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральному виразу:
.
в. Невизначений інтеграл від диференціала деякої функції дорівнює цій функції плюс довільна стала:
.
2. Таблиця інтегралів. На основі визначення невизначеного інтеграла, і таблиці похідних елементарних функцій можна скласти таблицю невизначеиих інтегралів;
1) ;  2) ;
3) ;  4) ;





11) ;  12) ;
13) ;  
14) ;
15) ;   16) ;
17) ;  18) .
Відзначимо, що в таблиці буква u може позначати як незалежну змінну, так і неперервну диференційовну функцію  аргументу х.
3. Властивості невизначеного інтеграла. 
Властивість 1. Невизначений інтеграл від алгебраїчної суми двох (і будь-якого скінченого числа) функцій дорівнює алгебраїчній сумі їх інтегралів:
.
Властивість 2. Сталий множник можна виносити за знак інтеграла:
.











4. Інтегрування методом заміни змінної. Одним з найефективніших методів інтегрування - метод заміни змінної або метод підстановки. Нехай треба обчислити інтеграл , але безпосередньо підібрати первісну не можна, хоча відомо, що вона існує.
Зробимо заміну змінної у підінтегральному виразі, поклавши , де  - неперервна функція з неперервною похідною, яка має обернену функцію. Тоді ; доведемо, що у цьому випадку справедлива рівність
.
Тут маємо на увазі, що після інтегрування у правій частині рівності замість t буде підставлено його вираз через х: . Цей метод грунтується на властивості інваріантності диференціала, тобто , звівши тим самим обчислення даного інтеграла до обчислення інтеграла . Якщо цей інтеграл обчислено:
,
то, повернувшись до вихідної змінної х, дістанемо
.
Приклад. .
Розв'язання. Нехай х = a sint; тоді dx = a cost dt. 

, 





Зробимо підстановку t = sinx; тоді dt = cosx dx і, отже, 
.
Приклад. . 
Зробимо підстановку t = Lпх; тоді dt = dx/x, отже
.
5. Інтеграли від функцій, які мають квадратний многочлен.
1)	Розглянемо інтеграл: . 
Перетворимо многочлен, який стоїть у знаменнику, до суми або різниці квадратів:        
, де . Знак "+" або "–" береться залежно від знака виразу, який записано праворуч.
Отже: . 
Зробимо заміну змінної ; . 
Матимемо:
.




Робимо заміну змінної х + 2 = t, dx = dt. Маємо
.
Звернувшись до змінної х, остаточно знаходимо 
.
2) Розглянемо інтеграл: 
.
Зробимо тотожні перетворення в чисельнику:

.
Останній інтеграл перепишемо у вигляді двох інтегралів. Сталі множники винесемо за знак інтегралів, матимемо:


Другий інтеграл є інтеграл I1. У першому інтегралі зробимо заміну змінної: 











3) Розглянемо інтеграл: . 
За допомогою перетворень, розглянутих у 1), цей інтеграл зводиться, в залежності від знаку а, до табличних інтегралів вигляду
, коли а > 0;  , коли а < 0,
які були розглянуті у таблиці інтегралів (див. 9 і 10 формули).
4) Розглянемо інтеграл: . 
За допомогою перетворені, розглянутих у 2), даний інтеграл дорівнює сумі інтегралів:

.
Застосувавши до першого інтеграла підстановку , , маємо 
.






6. Метод інтегрування частинами. Нехай и(х) і v(x) - дві неперервні функції, які мають неперервні похідні. Візьмемо диференціал добутку цих функцій:
,
а тепер проінтегруємо:
,  але .
Маємо формулу інтегрування частинами:
.
Приклад. .
Розв'язання. Нехай х = и, тоді cosxdx = dv. З останнього . Отже, 
.
Іноді цей метод необхідно застосовувати декілька разів.
Приклад. .
Розв'язання. Припустимо, що ; . Тоді , . 
Інтегруємо частинами:
.
Застосувавши до інтеграла, який стоїть праворуч, іще раз формулу інтегрування частинами, остаточно дістанемо:
.
Деякі інтеграли, які обчислюють методом інтегрування частинами:
,  ,  ,  ,
,  ,
де k, m - натуральні; a, b - будь-які дійсні числа.
7. Інтегрування раціональних алгебраїчних дробів.
1) Алгебраїчний дріб: відношення двох многочленів, які не мають спільних коренів.
Якщо степінь чисельника нижче степені знаменника, то дріб зветься правильною, якщо навпаки - дріб неправильна.
Будь-який неправильний раціональний алгебраїчний дріб Р(х)/Q(х) можна зобразити у вигляді
,
де R(x)/Q(x) - правильний дріб, а G(x) - многочлен, який звуть цілою частиною раціонального алгебраїчного дробу.
Ця операція має назву вилучення цілої частини неправильного алгебраїчного дробу.




2) Корені многочлена. Далі треба поновити набуте у школі вміння розкладати многочлен на множники. Якщо число с - корінь многочлена Р(х), то він ділиться на лінійний двочлен х – с, тобто
Р(х) = (х – с)Q(х).
де Q(x) - многочлен степеня n–1.
Нагадаємо основну теорему алгебри: будь-який многочлен п-го степеня має точно n - коренів.
Серед цих коренів можуть бути як дійсні так і комплексні числа. Якщо многочлен ділиться не тільки на лінійний двучлен х – с, а й на вищий степінь, тобто на многочлен вигляду (х – с)k, де k - натуральне число, k >1, то число с звуть коренем кратності k. Якщо k = 1, то число с називається простим коренем многочлена.
Якщо комплексне число  є коренем многочлена з дійсними коефіцієнтами, то й число , комплексно спряжене з числом с, буде коренем даного многочлена.
З властивості спряженості комплексних коренів многочлена з дійсними коефіцієнтами випливає, що коли він непарного степеня, то має хоча б один дійсний корінь.
Отже, будь-який многочлен з дійсними коефіцієнтами можна записати, і причому єдиним способом (з точністю до порядку співмножників), у вигляді добутку свого старшого коефіцієнта, кількох лінійних многочленів вигляду (х – с), які відповідають його дійсним кореням, і квадратних многочленів х2 + рх + q, що відповідають парам спряжених комплексних коренів.
Многочлени типу (х – с) і (х2 + рх + q) звуть незвідними многочленами у множині дійсних чисел.
Приклад. Розкласти многочлен  на множники.
Розв'язання. За теоремою Вієта добуток коренів многочлена такого типу дорівнює вільному члену. Тобто, . Прові-ремо числа . Нехай х = 1. Тоді
.
Отже, число х = 1 є корінь. Нехай х = –2. Тоді





Ρ(х) = Q(x)S(x), де . Отже, тепер треба знайти корені многочлена третього степеня. Нехай х = 1, тоді Q(1) = 1–1+1–1= 0. Отже, число x = 1 є корінь.




3) Найпростіші раціональні дроби.
Визначення. Правильні раціональні дроби вигляду
a) A/(x – a),   б) А/(х – а)k , (k ≥ 2),
в) (Ax+B)/(x2 + px + q), (p2/4 – q < 0),
г) (Ax+B)/(x2 + px + q)k, (k ≥ 2, p2/4 – q < 0) 
мають назву найпростіших. 
4) Розкладання раціонального дробу на найпростіші. Нехай нам дано правильний раціональний дріб P(x)/Q(x), де 
;




Коефіцієнти  визначаються після приведення правої частини до загального знаменника і знаходження у чисельниках тотожніх многочленів. Зрівнявши коефіцієнти при однакових степенях х, матимемо систему рівнянь для визначення невідомих коефіцієнтів А, А1, ... . Цей метод знаходження коефіцієнтів має назву: метод невизначених коефіцієнтів.
Крім цього для визначення коефіцієнтів можна скористатись тим, що многочлени, які є в чисельниках зліва і справа тотожні, то їх значення повинні бути рівними при будь-яких значеннях аргументу х. Надаючи х окремі значення, матимемо рівняння для визначення коефіцієнтів.
Отже, всякий правильний раціональний дріб може бути поданий у вигляді суми найпростіших раціональних дробів.
Приклад. Розкласти на суму найпростіших дробів правильний дріб P(x)/Q(x). де
;  .
Розв'язання. Многочлен Q(x) було розкладено на множники вище:
.
Шукане розкладання дробу матиме вигляд
,
де числа А, В, С, D і Е ще треба знайти. Зводячи праву частину дробу до спільного знаменника, з умови рівності дробів, дістаємо рівність многочленів:
.

Два многочлени вважають рівними, якщо рівні їхні коефіцієнти при однакових степенях змінної х.
Далі, зрівнявши коефіцієнти при однакових степенях невідомих у лівій і правій частинах останньої рівності, дістанемо систему п'яти лінійних рівнянь з п'ятьма невідомими:

ця система має єдиний розв'язок: А = 3, В = 1, С = –2, D = 1, Ε = –3. Отже, шуканий розклад має вигляд: ·
.





Останній інтеграл розглянуто у попередньому розділі.  
Нехай треба обчислити інтеграл від раціонального дробу: . Якщо дріб неправильний, то його представимо у вигляді суми цілої частини і правильного раціонального дробу. Останній дріб розкладаємо на суму найпростіших дробів.
З попереднього відомо, що тип найпростіших дробів визначається коренями знаменника Q(x). Тут можливі такі випадки:
а) Корені знаменника дійсні й різні, тобто
Q(х) = (х – а)(х – b) ... (х – с).
У цьому разі правильний дріб розкладається на найпростіші дробі першого типу:




б) Корені знаменника дійсні, але деякі з них кратні:
.
У цьому разі дріб розкладається на найпростіші дробі першого і другого типів.
Приклад. 
.




в) Серед коренів знаменника є дійсні і комплексно-спряжені:
.
У цьому разі дріб P(x)/Q(x) розкладається на найпростіші дробі першого, другого і третього типів.
Приклад. 
.




Останній випадок, коли у знаменнику є кратні комплексні корені, розглядати не будемо.
Отже, інтеграл від будь-якої раціональної функції може бути визначений через елементарні функції у скінченному вигляді.
8. Інтегрування деяких ірраціональних функцій. Не від усякої ірраціональної функції інтеграл має вираз через елементарні функції. Тут розглянемо ті ірраціональні функції, інтеграли від яких за допомогою підстановок зводяться до інтегралів від раціональних функцій і, отже, інтегруються.
а) Розглянемо інтеграл , де R - раціональна функція вказаних аргументів. Нехай k - загальний знаменник дробів m/п, ... ,r/s. Зробимо підстановку , . Тоді кожний дрібний степінь х матиме вираз через цілу степінь t і, отже, підінтегральна функція перетвориться у раціональну функцію від t. Після інтегрування за змінною t повертаємось до змінної х: .
Приклад. .




6) Розглянемо інтеграл 
. Цей інтеграл зводиться до інтеграла від раціональної функції за допомогою підстановки , де k - загальний знаменник дробів m/n, .... r/s. Після інтегрування за змінною t повертаємось до змінної х.
Приклад. . 






в) Розглянемо інтеграл виду , де . 
Цей інтеграл може бути перетворено до інтеграла від раціональної функції за допомогою тригонометричних підстановок. Інтеграли від тригонометричних функцій розглянуті нижче.
Перетворимо . Зробимо заміну змінної, поклавши x + b/(2a) = t; dx = dt. Тоді:
.
Розглянемо можливі випадки:
1) Нехай а > 0, . Позначимо , . У цьому випадку будемо мати
;
2) Нехай а > 0, ; тоді , . Отже,                            ;
3) Нехай а < 0, ; тоді , . Отже,                             .




Очевидно, що перший інтеграл зводиться до інтеграла від тригонометричних функцій за допомогою підстановки . Другий інтеграл потребує підстановки  або , третій - . Після інтегрування за змінною u повертаємося до змінної t, а потім - х.
Приклад. .






Тут . Відомо, .
9. Інтегрування деяких класів тригонометричних функцій. Розглянемо інтеграл
.











Поряд з "універсальною" підстановкою є і інші підстановки, які у деяких випадках дають значно простіші раціональні вирази і тим самим швидше ведуть до цілі:
а) якщо маємо інтеграл , то підстановка ,  зводить цей інтеграл до ;
б) якщо маємо інтеграл  то підстановка cosx = t, –sinxdx = dt зводить цей інтеграл до: ;
в) якщо підінтегральна функція залежна тільки від tgx, то заміна tgх = t, x = arctgt, dx = dt/(1+t2) приводить цей інтеграл до інтеграла від раціональної функції:
;
г) якщо підінтегральна функція має вигляд , але sinx і cosx знаходяться у парних степенях, то робимо заміну: tgx = t, тому що
,  ;
д) розглянемо , де т і n - цілі числа. Тут можливі таки випадки:
1) n чи т непарне. Нехай п = 2р+1, тоді

.
Зробимо заміну: sinx = t, cosxdx = dt. Отже,
,
маємо інтеграл від раціональної функції. 
2) т і п парні додатні числа. Використаємо формули зниження степені тригонометричних функцій:
, . Отже,  де т = 2р і n = 2q. Після піднесення до степеней ρ і q множення многочленів, матиме cos2x як у парних, так і непарних степенях. Члени з непарними степенями інтегруються, як указано вище. Члени з парними степенями знову перетворюємо за формулами пониження степені. Продовжуючи цей процес, дійдемо до інтегралів від сталих величин і функцій coskx, які легко інтегруються.
3) Якщо m i n парні, але одне з чисел від'ємне, то робимо заміну tgx = t, або ctgx = t;
е) якщо маємо інтеграли:
, ,  ,





























Зауваження. Не кожна первісна, навіть тоді, коли вона існує, має вираз через елементарні функції у скінченному вигляді.


РОЗДІЛ 2. ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ
Могутнім засобом досліджень у математиці, фізиці, механіці та інших дисциплінах є визначений інтеграл - одне з головних понять математичного аналізу. Обчислення площин, обмежених кривими, довжин дуг, об'ємів, роботи, швидкості, довжини шляху, моментів інерції і ін. зводиться до обчислення визначеного інтеграла.
1. Обчислення площі криволінійної трапеції. Нижня і верхня інтегральні суми. Нехай на відрізку [a;b] задано неперервну функцію  у = f(x) (рис. 67). Позначимо через т і Μ її найменше і найбільше значення на цьому відрізку. Розіб'ємо відрізок [а;b] на n частин точками ділення а = х0, , такими, щo  і покладемо , . Позначимо, далі, найменше та найбільше значення функції f(x) на відрізку [x0, x1] через m1 і М1, на відрізку [х1, х2] через m2 і М2,…, на відрізку  через mn і Мm. Складемо суми                (71)












Суму  звуть нижньою інтегральною сумою, а суму  - верхньою інтегральною сумою.
Якщо f(x)  0, то нижня інтегральна сума чисельно дорівнює площині вписаної ступінчастої фігури АС0Ν1C1N2…Сn–1NnBA, обмеженої вписаною ламаною, верхня інтегральна сума чиcельно дорівнює площині описаної ступінчастої фігури АK0С1K1…CnBA, обмеженої описаною ламаною.
Відзначимо деякі властивості верхньої та нижньої інтегральних сум.
а) Оскільки  для будь-якого , то
.                                               (73)
(знак рівності можливий тільки в разі f(х) = const.)
б) Оскільки  , де т - найменше значення f(х) на [а;b], то
.                                          (74)
в) Оскільки , , де M - найбільше зна-чення f(x) на [а;b], то
.                                          (75)
Об'єднавши ці нерівності, маємо
.                            (76)
Якщо f(x)  0, то остання нерівність має простий геометричний зміст. Так m(b – а) і М(b – а) відповідає площі вписаного і описаного прямокутників ΑС0Β0Β і АА0СnВ (рис. 67).
2. Визначений інтеграл. Продовжимо розгляд попереднього.



















обчислимо значення функції , . Складемо суму 
.          (77)




                                        (78)
Геометричний зміст останньої нерівності при f(х)  0 є у тому, що фігура, площа якої дорівнює Sп, обмежена ламаною, яка міститься між вписаною і описаною ламаними.
Сума Sп залежить від того, як поділено відрізок [а;b] на відрізки  і від того, як взято точку  у цьому відрізку.
Позначимо через  найбільшу з довжин відрізків [х0, х1],     [х1, х2],...,[хn–1, хn]. Розглянемо будь-яке ділення відрізка [a,b] на відрізки [хn–1, хn] такі, що . Очевидно, що при цьому число n у діленні прямує до нескінченності. Для кожного ділення, взявши відповідні значення , можна скласти інтегральну суму
.                                       (79)
Розглянемо деяку послідовність ділення відрізка [а,b], у якій , при цьому  і у кожному діленні беремо відповідні . Припустимо, що ця впорядкована послідовність інтегральних сум  прямує до деякої границі
.                       (80)
Можемо сформулювати: 
Визначення 1. Якщо при будь-яких діленнях відрізка [а,b] таких, що , і при будь-якому виборі точок  на відрізках [хi–1, хi]  інтегральна сума (79) прямує до однієї і тієї ж границі S, то ця границя зветься визначеним інтегралом від функції f(x) на відрізку [a;b] і позначається 
.
Таким чином:
.                            (81)
Числа а і b відповідно є нижня і верхня границі інтеграла, функція f(х) є підінтегральною функцією, f(x)dx - підінтегральним виразом. Множина [а,b] є відрізком інтегрування, х - змінною інтегрування.
Визначення 2. Якщо для функції f(x) границя (81) існує, то функція є інтегрованою на відрізку [а,b].
Зауважимо, що нижня і верхня інтегральні суми є окремі випадки інтегральної суми (79), тому, якщо f(х) інтегровна, то нижня і верхня інтегральні суми прямують до тієї ж границі S, і тому на підставі рівності (81) можемо записати
,
.
Якщо побудувати графік підінтегральної функції у = f(х), то у разі f(x)  0 інтеграл

буде чисельно дорівнювати площині Q так званої криволінійної трапеції, обмеженої вказаною кривою, прямими х = а, х = b і віссю Ох.
Зауваження 1. Підкреслимо, що визначений інтеграл залежить тільки від типу функції f(x) і границь інтегрування, але не від змінної інтегрування, яку можна позначити будь-якою буквою: 
.
Зауваження 2. Коли вводили поняття визначеного інтеграла припустили, що а < b. Якщо b < а приймемо зa визначенням
.
Зауваження 3. Якщо a = b покладемо за визначенням, що для будь-якої функції f(x) має місце
.
Основа криволінійної трапеції має довжину, рівну нулю, отже, і площа її дорівнює нулю.
Зауваження 4. Безпосереднє обчислення визначеного інтеграла як границі інтегральної суми зв'язано з великими труднощами. Тому далі буде подано метод, відкритий Ньютоном і Лейбніцем, який використовує глибокий зв'язок, існуючий між інтегруванням і диференціюванням.
3. Основні властивості визначеного інтеграла.
Властивість 1. Сталий множник можна виносити за знак визначеного інтеграла: 
,  де A = const.                     (82)
Доведення. 
                   . 
Властивість 2. Визначений інтеграл від алгебраїчної суми декількох функцій дорівнює алгебраїчній сумі інтегралів від цих функцій. Так, у разі двох функцій: 
.                 (83)
Доведення спирається на відповідну властивість границі суми.
Властивість 3. Якщо на відрізку [а,b], де а < b, функції f(x) i φ(x) задовольняють нерівності , то
.                               (84)
Доведення. Розглянемо різницю
.
Тут кожна різниця , . Отже, кожен член суми додатний, додатна уся сума і додатна її границя, тобто
, відкіля
, або  .
Властивість 4. Якщо m і M - найменше і найбільше значення функції f(x) на відрізку [a;b] і а  b, то
.                       (85)
Доведення. За умовою т  f(x)  Μ. За властивістю 3 маємо
,
.
Підставимо ці рівності у попередню нерівність і маємо (85).
Властивість 5. (Теорема про середнє значення). Якщо функція f(x) неперервна на відрізку [а,b], то на цьому відрізку знайдеться така точка , що буде правильною рівність:
.                                (86)
Доведення. Нехай а < b. Якщо т і Μ найбільше і найменше значення функції f(x) на відрізку [а,b], то на підставі властивості 4, маємо:   
.
Звідси вираз, який розташовано всередині нерівності, буде дорівнювати . Тобто, m    M Отже, при деякому значенні , будемо мати , або
.
Властивість 6. Для будь-яких трьох чисел а,b і с справедлива рівність
,                         (87)
якщо тільки усі ці інтеграли існують.
Доведення спирається на властивість інтегральної суми, яку можна розділити на окремі частини.
4. Обчислення визначеного інтеграла. Формула Ньютона-Лей-бніця. Нехай у визначеному інтегралі  нижня границя а стала, а верхня границя b буде змінюватись. Тоді буде змінюватися і значення інтеграла, тобто інтеграл є функція верхньої границі:
.                                         (88)
Якщо f(t)  0, то Ф(х) численно дорівнює площі криволінійної трапеції аАХх (рис. 69). Очевидно, що ця площа змінюється у залежності від зміни х.












Доведення. Дамо аргументу х приріст Δх, тоді маємо
.
Приріст функції Ф(x) дорівнює
.




Отже, . Але  коли , тому . За умовою теореми функція f(х) неперервна. Таким чином, .
Зауваження. З доведеної теореми виходить, що будь-яка неперервна функція має первісну.
Теорема 2. формула Ньютона-Лейбніця. Якщо F(x) є будь-яка первісна від неперервної функції f(x), то справедлива формула
.                                (89)
Доведення. Нехай F(x) є деяка первісна від функції f(x). За теоремою 1 функція  є також первісною від f(x). Але дві первісні від однієї функції відрізняються на сталу величину С*.
Отже, можемо записати
.                                  (90)
Ця рівність є тотожність при відповідному С*. Визначимо С*, поклавши у (90) х = а, тоді
, або  відкіля .
Отже, . 
Поклавши х = b, маємо формулу Ньютона-Лейбніця:
.




то формулу (89) можна переписати так:
.
Вираз  є знаком подвійної підстановки. Формула (89) дає практично зручний метод обчислення визначених інтегралів у тому разі, коли відома первісна підінтегральної функції. Тільки з відкриттям її визначений інтеграл зміг одержати те значення в математиці, яке він має зараз.
5. Заміна змінної у визначеному інтегралі.
Теорема. Нехай дано інтеграл , де функція f(x) неперервна на відрізку [a;b]. 
Введемо нову змінну t за формулою .
Якщо а) , ; б)  i  неперервні на відрізку [, ];  в)  визначена і неперервна на [, ], то
.                           (91)
Доведення. Якщо F(x) є первісна для функції f(x), то можемо записати
,                                  (92)
.                         (93)
Справедливість останньої рівності перевіряється диференціюванням обох частин по t. З рівності (92) маємо
.
З рівності (93) маємо
.
Праві частини цих рівностей рівні, отже, ліві частини теж рівні.
Зауваження. При обчисленні визначеного інтеграла за формулою (91) не треба повертатися до старої змінної. Якщо обчислено другий з визначених інтегралів рівності (91), то маємо деяке число; цьому числу дорівнює і перший інтеграл.
Приклад. Обчислити інтеграл .
Розв'язання. Зробимо заміну змінної: x = rsint, dx = rcostdt.
Обчислимо нові границі:
х = 0, коли t = 0; х = r, коли t = /2. Отже,


Обчислений інтеграл дає площину 1/4 круга, обмеженого колом
.
6. Інтегрування частинами визначеного інтеграла. 
Нехай u = u(x) i v = v(x) - диференційовані функції від х. Тоді
.
Інтегруємо обидві частини рівності у границях від а до b, маємо 
.                              (94)
Оскільки , тому . Рівність (94) може бути записана у вигляді
,
або остаточно                    .
Приклад. Обчислити інтеграл .
Розв'язання. Тут ; v = x. 
.

7. Геометричні застосування визначеного інтеграла. 
1)	Обчислення площин. 
а) Якщо на відрізку [a,b] функція f(x)  0, то, як відомо з попереднього, площа криволінійної трапеції, обмеженої кривою           у = f(х), віссю Ох і прямими х = а і х = b, дорівнює
.                                          (95)
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